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Objetivo da Aula

Os objetivos dessa aula séo:

1. Apresentar o conceito de modelos com pardmetros que sio
funcdes de outras medidas;

2. Apresentar os modelos deste tipo para a distribuicdo
Gaussiana:

3. Mostrar os comandos basicos no R para ajustar e avaliar esses
modelos;

4. Mostrar que alguns deles sdo modelos de regressio linear e
n3o-linear;



Onde estamos

Até agora vimos:

» Modelos de varias distribuicdes com pardmetros
constantes:

Y ~ N(,LL:Oé(), 0'250)
Y ~ P()\:Oé())

Para onde vamos

Hoje veremos modelos de distribuicGes Gaussianas cujos pardmetros
sdo funcdes de outra medidas X;:

» Modelos lineares:
Y ~ N(p=ay+ a1 X1, 0= 05)
» Modelos n3o-lineares:
Y ~ N(p=aX{", 0= 0)
» Modelos com o também variavel:

Y ~ N(,u:ozo—i—qul,U:e/BOJrﬁle)
Y ~ N(u=oapX], o=elothXn



Ou seja

Uma expressdo geral para modelos Gaussianos
Y ~ N(p= f(Xi),0 =g(Xi))

Em palavras

Y é uma variavel aleatéria, cujos valores tém probabilidades
definidas pela funcdo de densidade Gaussiana, cujos pardmetros u e
o sdo funcdes de variaveis X;.

Conceitos
Y. variavel dependente, ou variavel resposta

X, variaveis independentes ou preditoras

Modelos lineares

» Com uma preditora
Y ~ N(p=ag+ a1 X1, 0= )
» Com muitas preditoras
Y ~ Np=ap+ a1 X1 +aXo,+...+ & Xi, 0= 0)
» Generalizando
Y ~ N(u:ao+zaiXi, o = Bo)

» Chamamos [ag + > «; X;]| de preditor linear (detalhes em
breve).



Modelo Linear Gaussiano com uma preditora e o constante
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Um exemplo de modelo linear com uma preditora

Altura de filhos e de seus pais (Galton 1885 1)
Preditora: altura da mae (polegadas)

Resposta: altura de um filho ou filha (polegadas)

vvyyvyy

Tamanho da amostra = 197

> head(galtonl, 5)
Family Father Mother Gender Height Kids

1 1 78.5 67.0 M 73.2 4
5 2 T75.5 66.5 M 73.5 4
9 3 75.0 64.0 M 71.0 2
11 4 75.0 64.0 M 70.5 5
16 5 75.0 58.5 M 72.0 6

"https://www.randomservices.org/random/data/Galton.html


https://www.randomservices.org/random/data/Galton.html

Um exemplo de modelo linear com uma preditora
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Modelo linear com uma variavel: Ajuste no R

Funcdo de log-verossimilhanca negativa

> galton.LL1 <- function(a0, al, b0){

+ PL <- a0 + al*galtoni$Mother
+ -sum( dnorm(galtonl$Height, mean = PL, sd = b0 ,
+ log=T))}

Ajuste numérico do modelo no R

> galton.ml <- mle2(galton.LL1,
+ start = 1list(a0=0, al=1, b0=5))



Modelo linear com uma variavel: Ajuste no R

MLEs

> coef(galton.ml)

a0 al b0
48.3657449 0.3352066 2.9485752

Log-verossimilhanca

> logLik(galton.ml)

'log Lik.' -492.5617 (df=3)

Inspecdo visual do ajuste
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Intervalos de plausibilidade
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Regressdo ndo-linear simples no R — Ajuste

Otimizacdo

> galton.LL1l <- function(a0, al, b0){

+ PL <- a0 + al*galtonl$Mother

+ -sum( dnorm(galtoni$Height, mean = PL, sd = b0 ,
+ log=T))}

> galton.ml <- mle2(galton.LL1,

+ start = 1list(a0=0, al=1, b0=5))



Regressdo linear simples no R — Ajuste

Minimos quadrados

> galton.lml <- 1m(Height ~ Mother, data = galtonl)

Regressdo linear simples no R — MLEs

Otimizacdo

> coef(galton.ml)

a0 al b0
48.3657449 0.3352066 2.9485752

Minimos quadrados

> coef(galton.lml)

(Intercept) Mother
48.3699889  0.3351405



Regressdo linear simples no R- Log-verossimilhanca

Otimizacdo

> logLik(galton.ml)

'log Lik.' -492.5617 (df=3)
Minimos quadrados

> logLik(galton.1lml)

'log Lik.' -492.5617 (df=3)

Quadrados minimos
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Quadrados minimos

Altura do(a) filho(a) (in)

60 o

Altura do mae (in)

Duas maneiras de interpretar uma regressdo linear

Resposta como variavel Gaussiana
Y ~ N(,u:ozo—l—ZaiXi, 0':60)

Resposta como medida + erro

Y = Oé()—i—ZOéiXi + ¢,

e ~ N(p=0, 0=7/)



Analise de residuos

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
9 4
= 2890 ™ - 2890
° ° 2 o
° S B
© gg 9 go%02_ 2 5o 2
) o0 99980 o - g <~
§ .| golTmaigeoo | S
g Booogest o088 | f o
-3 g T oo
o 88,735 g 8 5T
0 0o 92 90 a 4
0608 © © @
T T T T T T T T T T
68 69 70 7 72 s -2 -1 0o 1 2 3

> p ar (mf r OW= C ( 2 5 2 ) ) Fitted values Theoretical Quantiles
> plot(galton.lml)

Scale-Location Residuals vs Leverage
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Analise de residuos: tém média zero e varidncia constante?

Residuals vs Fitted

o |
—
2890
o
o o
v o
o o o
o3 o 4o oo o o
o o o o o
o o o,
o o o © 0o o 0° 8 o
o o 09 o 8 o °
K%} o o o 0 0 5 o
€ od o Ty o
[9) o o o
2 g o Ooc’oo 8 ©06 5 ° °
41 o o o
o o o 800 b4 o
° ° o3 o S o
o o o
o o o o
o o
P+ o %o o ©
o ©° o ° o
o
0608 o
o
il 0332
T T T T T
68 69 70 71 72

Fitted values
Im(Height ~ Mother)



Anélise de residuos: tém distribuicdo normal?

Normal Q-Q

o — 2890

Standardized residuals
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Theoretical Quantiles
Im(Height ~ Mother)

Preditores lineares

Todos que podem ser escritos na forma © = >  «; X;, sendo ©
uma resposta.

exemplos

» ap+ a1 X7, sendo Xg=1
» ag+ a1 X1 + asX? , pois podemos chamar X12 de X5
» ap+ a1 X] + azIn(X;) , pois podemos chamar In X; de X5

» g+ a1 X1+ asXs + a3 X1 Xo , pois podemos chamar X7 X5
de X3



Modelos lineares miultiplos aditivos

» O preditor é a soma de varidveis independentes isoladas, cada
uma multiplicada por seu coeficiente

» A soma nao inclui varidveis independentes que sdo produtos
de outras presentes no modelo:

ap+ a1 X1 + aeXo + - + X

» Se a uma variavel independente X; dobra, seu efeito no
preditor vai aumentar em 2 X «;, ndo importando o valor das
outras variaveis.

» Ou seja, os efeitos das preditoras sdo aditivos. N3o sio
afetados pelo valor das demais variaveis.

Modelos lineares miltiplos com interacdes

» O preditor inclui varidveis que s3o produtos de pelos menos
outras duas presentes no modelo, por exemplo

ap + a1 X1 + asXo + a3 X1Xo

» Se a uma variavel independent X; dobra, seu efeito no preditor
val aumentar em
2 X o+ 2 X agXs.

» Ou seja, o efeito de uma preditora depende do valor de
outra(s). Ha uma interacdo estatistica.



Exemplo de preditor linear aditivo

Duas preditoras:

Xy : altura da m3e, continua

Xo : Género binario (Masculino = 0, Feminino = 1)

Preditor:

expressao : g+ a1 X1 + asXo
masculino 1 ag+ a1 X1 +as x0 = ap + o1 Xy

feminino @ ag+ a1 X1 +ag x 1 = [ag+ as] + a1 X

Exemplo de preditor linear com uma interacdo

Duas preditoras:

Xy : altura da m3e, continua

Xy : Género binario (Masculino = 0, Feminino = 1)

Preditor:
expressao : agp + a1 X1 + asXo + a3 X1 Xo

masculino 1 ag + a1 X1+ x 0 +a3X7 x0= ag+ a1 X3

feminino :
apta1 X1t+oaox14+a3 X1 x1 = [()éo+0&2]—|—[0&1—|—043]X1



Grafico do exemplo aditivo

Altura do(a) filho(a) (in)

Grafico do exemplo

Altura do(a) filho(a) (in)

75

70

65

60

75

70

65

60

—— Meninas
—— Meninos

58 60

62

T
64

66

Altura da mée (in)

com interacao

68

70

—— Meninas
—— Meninos

58 60

62

T
64

Altura da mée (in)

T
66

68

70



Preditores n3o lineares

Todos que ndo podem ser reduzidos a forma © = > «; X;.
exemplos
> OzoX?l

> aoeale

o1 X1
1+ X1

» E muitas, muitas mais.

Regressdo ndo-linear

Resposta como variavel Gaussiana

Y ~ N(p=f(X;), o= 00)

Resposta como medida + erro



Um exemplo de modelo n3o-linear

» N de espécies de plantas endémicas em areas costeiras da
Califérnia (Jhonson et al 1968 2)

» Preditora: area (mi?)
» Resposta: niumero de espécies registradas na area

» Tamanho da amostra = 9

> head(johnson, 4)

area Nspp
Tiburon Peninsula 5.9 370
San Francisco 45.0 640
Santa Barbara area 110.0 680

Santa Monica Mountains 320.0 640

*http://math.hws.edu/ mitchell/SpeciesArea/index.html

Modelo n3o-linear: Ajuste no R

Funcdo de log-verossimilhanca negativa

> johnson.LL <- function(a0, al, b0){

+ PL <- a0O*johnson$area~al
+ -sum( dnorm(johnson$Nspp, mean = PL, sd = b0 ,
1+ log=T))}

Ajuste numérico do modelo no R

> johnson.ml <- mle2(johnson.LL,
+ start = 1ist(a0=200, al=0.25, b0=10)
+ )


http://math.hws.edu/~mitchell/SpeciesArea/index.html

Inspecdo visual do ajuste
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Regressdo ndo-linear no R — Ajuste

Minimos quadrados

> johnson.nls <- nls(Nspp ~ aO*area~al, data = johnson)

Warning in nls(Nspp ~ a0 * area~al, data = johnson):
No starting values specified for some parameters.
Initializing ’a0’, ’al’ to ’1.°.

Consider specifying ’start’ or using a selfStart model

Regressdo ndo-linear no R — MLEs

Otimizacdo

> coef (johnson.m1)

a0 al b0
196.0414936 0.2492566 107.7050628

Minimos quadrados

> coef (johnson.nls)

a0 al
195.7665566 0.2494165



Regressdo ndo-linear no R — Verossimilhanca

Otimizacdo

> logLik(johnson.ml)

'log Lik.' -54.87376 (df=3)
Minimos quadrados

> logLik(johnson.nls)

'log Lik.' -54.8737 (df=3)
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Um modelo linear com o variavel

Expressdo simbélica

YNN(/LZO(()-I—Ole, O'ZGﬁO-l_ﬂle)

Func3o de verossimilhanca no R

> LL3 <- function(al0, al, b0, bl){

+ LP.mu <- a0 + alx*X

+ LP.sig <- exp(b0 + b1lx*X)

i+ -sum(dnorm(Y, mean = LP.mu, sd = LP.sig,

IF start = 1list(a0 = 0, al= 1, b0 = 0.1, bl = -1),
+ log = TRUE))

+ }

Relacdo Altura-DAP em E.grandis: Comparacdo Grafica
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Modelos Gaussianos: Resumo

1. Nos modelos Gaussianos podemos ter duas funcées preditivas:
» uma para média,
» outra da o desvio padrdo

2. Nos modelo de Regressio Linear Classicos:

= a média é uma funcio linear.
= o desvio padrio é constante.

3. Nos modelo de Regressido N&o-Linear Classicos:

= a média é uma fungdo ndo-linear.
= o desvio padrio é constante.

4. O contexto dos modelos classicos pode ser ampliado:

= Acrescentando uma func¢3o preditiva para o desvio padrio.
= Qutras formas? Sim! muitas outras!
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