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Introdugdo

Os modelos de predicao utilizados nas Ciéncias Florestais, em geral, e na Men-
suracdo Florestal, em particular, sdo aplicagdes da familia Gaussiana de distri-
buicdes estocasticas. No mais das vezes, os modelos de predi¢do tem uma tnica
varidvel preditora tendo uma estrutura univariada, por isso, eles podem ser agru-
pados numa ampla categoria de modelos estocdsticos que pode ser designada por
“Modelos Gaussianos Univariados”. Essa categoria inclue os modelos de re-
gressao linear e ndo-linear cldssicos, mas ela nao se resume a esses modelos. O
enfoque dos modelos preditivos a partir da familia Gaussina como modelo esto-
castico basico permite uma visdo mais ampla, que reune as diferentes abordagens
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da Teoria Estatistica Cldssica numa mesma categoria de modelos aplicados: os
modelos preditivos.

A Famila Gaussiana

A familia Gaussiana € definida pela seguinte funcio de densidade
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O parametro ;1 € chamado de média, sendo uma parametro de localizacdo, no
caso a localizagdo central da distribuicdo. Ja o parametro o é chamado de desvio
padrdo, sendo o parametro de escala, isto €, controla a dispersdo dos valores ao
redor da média p. Também é comum designar o parAmetro de escala por o2,
chamado de varidncia.

A familia Gaussiana ndo tem um parametro que controle a forma, logo, as distri-
buicdes gaussianas t€m sempre a mesma forma fixa. Sua forma € sempre simétrica
em relacdo a posi¢do do pardmetro de localizacdo (média), mas € uma simetria
com um formato particularmente, tradicionalmente designada como “forma de
sino” (bell shape). Um outro aspecto particular da familia Gaussiana é que os
seus parametros, média e desvio padrdo, atuam de modo independente sobre o
comportamento das distribuicdes (figura 1).

Gaussiana Padronizada

A familia Gaussiana nio possui uma forma fechada para a fun¢do de distribui-
cdo. Isso implica que, no célculo de probabilidades, a integracdo da funcdo de
densidade nunca resulta numa expressdo matematica explicita, sendo necessario
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Figura 1: Exemplos de distribui¢cdes da familia Gaussiana, mostrando-se
os gréficos das fun¢des de densidade (a,c) e das respectivas fungdes de dis-
tribuicdo (b,d). As influéncias da média (a,b) e do desvio padrio (c,d) se
mostram totalmente independentes. Para todos os valores de parametro, a
distribui¢ao € sempre simétrica em relacao a média.
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métodos numéricos’para obter as probabilidades.

Para facilitar esse processo, costumava-se tabelar os valores de probabilidade para
uma Unica distribui¢do da familia Gaussiana chamada de Distribui¢cdo Gaussiana
Padronizada. Com o desenvolvimento dos computadores eletronicos, esse proce-
dimento se tornou desnecessdrio, mas o procedimento para se obter a distribui¢ao
padronizada continuou a ser designado por padroniza¢do de uma varidvel.

O procedimento consiste em subtrair dos valores da varidvel (X) a sua média
(px), dividindo o resultado pelo desvio padrdo (ox):

Oy )

Z (2)
Se a varidvel pertencer a familia Gaussiana, a varidvel resultante (Z) terd distri-
bui¢do Gaussiana padronizada com média nula (17 = 0) e desvio padrdo unitdrio

(oz =1).

Exercicio

O arquivo esaligna.csv® apresenta dados de biomassa de drvores individuais
de Eucalyptus saligna.

1. Construa o graficos de densidade, segundo a Familia Gaussiana, que se-
riam esperados para as medidas de biomassa: tronco , sobra, folhae
total.

2. Considerando essas mesmas medidas, compare o grafico da densidade es-
perada (item acima) contra a densidade empirica das observagdes.

3. Utilize o grafico quantil-quantil para verificar se a Familia Gaussiana é uma
boa aproximagao para as observacdes dessas medidas.

aLOCﬁhZﬁgﬁO:http://cmq.esalq.usp.br/Philodendros/doku.php?
id=1cf5877:dados:lista-dados

3Métodos numéricos sio formas de se calcular de modo aproximado o valor de fungdes. Para
efeitos praticos, o calculo numérico permite obter o valor de uma funcao com erro negligencidvel.
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Famila Gaussiana e Modelos Preditivos

A Familia Gaussiana € um modelo estocdstico pertinente para os modelos prediti-
vos pois ela ¢ um modelo padrdao (normal) para distribui¢do de erros de medigao.
Se o parametro da média for fixado em zero (valor nulo), a Familia Gaussiana se
reduz a distribuicdes com unico pardmetro (desvio padrdo) que indica a impreci-
sdo das medidas. Nesse caso, a densidade da Gaussiana se torna:

O B ) :
f<€>_ (870) - o2 €xp _20_2 ()
c>0;, —o0o<e<L .

Nessa perspectiva, um modelo de predi¢dao pode ser visto como uma func¢io mate-
madtica deterministica, a qual se soma um erro de predi¢do estocéstico da Familia
Gaussiana:

yizﬁo—i_ﬁlxi—i_gi ; 7;:1727"‘771 (4)
onde:

1 € o indice que indica cada observacao a ser predita em particular;
y; € amedida a ser predita (varidvel resposta);
x; € amedida preditora (varidvel preditora);
Bo, 81 sdo coeficientes da fun¢do matemadtica de predi¢do;
g; € o erro de predi¢do, que segue a Famila Gaussiana, com desvio padrdao

igual a o..

Esse modelo implica que a medida a ser predita (varidvel resposta) seguird a fa-
milia Gaussiana, com média igual a funcao de predicao:

p = E{yi|z} =B+ B,
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ou seja, o valor da medida média seguird a medida preditora (x;), e cada observa-
¢do pode ser representado pela expressao:

vi = E{ylx;}+e;.

O desvio padrao, contudo, permanecera constante e igual ao desvio padrao do erro
de predicdo (0.), que € o componente estocdstico. Esse desvio padrao representa,
portanto, a imprecisdo da predi¢do gerada pelo modelo.

Note que a funcao de predicao nesse é exemplo € a fungdo mais simples possivel.
A complexidade dessa fungdo, contudo, ndo muda muito a situacdo de modelagem
em que se trabalha, embora tenha grande impacto nos procedimentos de estimacao
e inferéncia. Ao generalizar a fun¢do de predicdo, termos um modelo de predicao
geral:

vi = fe(ry,x,....0pn)+ei; i=12,....n (5)

onde fp(-) é uma fungdo de predigdo geral, que depende de p varidveis preditoras
(T14, 24, - - - , Tp;i). Mas a funcdo de predigdo representard sempre a média ou valor
esperado para medida a ser predita, dado o conhecimento da medidas preditoras:

E{yz‘|$1i, Ly« v 7xpi} = fP(l“u, Loy 7$pz‘) (6)

Essa func¢do de predi¢do geral pode ter qualquer forma matematica desejada, al-
guns exemplos comuns sdo:

e Modelo Linear Simples:
E{ylz} =By + b

e Modelo Linear Multiplo:
p
E{ylz: ..., zp} =B+ Zﬁkxk
k=1

e Exemplo de um modelo nao-linear de poténcia bastante simples:

E{ylz} = foa™
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e Exemplo de um modelo nao-linear de poténcia mais complexo:

E{yla} = o ¥

e Exemplo de um modelo ndo-linear de poténcia mais complexo com duas
medidas preditoras:

E{y|z1,22} = Po $f1+52 In(x1) x§3+ﬁ4 In(z2)

e Exemplo de um modelo ndo-linear exponencial bastante simples:
E{y|z} = By exp[B 7]

e Exemplo de um modelo ndo-linear exponencial mais complexo com duas
medidas preditoras:

E{y|z, 25} = Bo exp[fy 27?] 23*/™

Note que no modelo de predi¢do geral acima (5), o erro de predigdo () permanece
se comportando segundo a Familia Gaussiana com dispersdo constante, isto €,
com desvio padrao igual a o..

Exercicio

Utilizando os mesmos dados de E. saligna, simule conjuntos de dados seguindo o
modelo de predi¢do geral, variando a funcdo matemadtica de predicdo segundo os
modelos apresentados acima. Tome a biomassa total como medida resposta e o
DAP e altura como medidas preditoras.

Construa graficos de dispersao dos dados simulados, grafando a linha de tendéncia
e o0 modelo matematico que gerou os dados.

Modelos com Pardametros Constantes

O modelo gaussiano mais simples € aquele que estabele os pardmetros média (1)
e desvio padrao (o) como pardmetros constantes, ou seja, 0 comportamento da
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medida resposta ndo € adequadamente explicado por nenhuma medida preditora.
Esse modelo € igual a prépria defini¢do da Familia Gaussiana, mas pode ser defi-
nido na forma de um modelo preditivo:

Yi=p+E ) Z:17273a7n (7)

onde

1 € o indcie das observacoes;

y; € a medida resposta;

1 € a média geral;

g; € o erro de predi¢cdo, que possui distribuicdo Gaussiana com média nula
e desvio padrao o..

A funcao de densidade desse modelo € a prépria funcdo de densidade da Familia
Gaussiana (equagdo 1), mas com desvio padrdo do erro de predi¢do:

! M}

f(y) = f(y7 22 08) = 0_5\/% exXp |:_ 20_3 (8)

—o0<pu<o0,0.>0; —oo<y<oo.

Estimativas de Mdxima Verossimilhanga

Nesse modelo, as funcdes de verossimilhanca e log-verossimilhanga sdo as fun-
coes da Familia Gaussiana:

L{p, 0} = (2m) "0 " exp

1 n
—53 2 wi— u)2] )

=1
n

1
Lo} = gln2”+”ln“8+2722(yi—u)2 (10)

=1

Jodo Luis F. Batista 8



Modelos Gaussianos Univariados

Para se obter as estimativas de maxima verossimilhanca (MLE), iguala-se a zero
as derivadas parciais e soluciona-se para os parametros desejados, obtem-se:

OL{p, 0.} 1 B i
o —03;(% W=0 = [==t
OL{p,0.} n 1 2 PO R )
a—%—a—s—a—?;(yi—ﬂ) =0 - Oe = 5;(%—#)
Modelo Nulo

Esse modelo pode ser considerado um modelo nulo para predi¢do da medida res-
posta de interesse, pois ele € o modelo mais simples que ignora a relevancia de
qualquer medida preditora para a predi¢do da medida resposta. Assim, a com-
paracdo com esse modelo permite verificar a relevancia das medidas preditoras
individualmente ou em grupo, no processo de predicao.

Exemplo de Modelo com Pardmetros Constantes

O arquivo sitio-florin.csv* apresenta dados de parcela de floresta de eu-
calipto com dados da altura média das drvores dominantes (mhdom).

> head(florin)

fazenda parcela mhdom idade vol g
1 1 101 8.5 2.5 18.47 4.05
2 1 102 19.0 2.5 110.63 16.53
3 1 103 13.2 2.5 63.42 11.06
4 1 104 12.5 2.5 56.82 10.25
5 1 105 10.4 2.5 18.82 4.39
6 1 106 6.4 2.5 8.00 2.10
>

Ajustar o modelo com parametros constantes a esses dados consiste simplesmente
em encontrar a média e o desvio padrao amostrais, mas ao considerar esse modelo
como modelo nulo é importante que se ajuste esse modelo numa estrutura que
permita a comparacdo desse modelo com outros modelos. Uma forma de fazer
isso € utilizando a fun¢@o “gls” do pacote “nlme”, que gera um objeto da classe
“gls™:

4L00aﬁza§502http://cmq.esalq.usp.br/Philodendros/doku.php?id:lcf5877:dados:lista—dados
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> M.cte <- gls( mhdom ~ 1, data=florin , method="ML")
> class (M.cte)
[1] "gls"
> summary (M.cte)
Generalized least squares fit by maximum likelihood
Model: mhdom ~ 1
Data: florin
AIC BIC logLik
2710.566 2718.651 -1353.283

Coefficients:
Value Std.Error t-value p-value
(Intercept) 19.48789 0.2938701 66.31463 0

Standardized residuals:
Min Q1 Med Q3 Max
-2.17314895 -0.87801528 0.05182428 0.79901678 2.19377611

Residual standard error: 6.022544
Degrees of freedom: 421 total; 420 residual
>

Pode se extrair facilmente as MLEs do modelo ajustado, bem como explora-lo
graficamente:

(Intercept)
19.48789
> M.cteS$sigma
[1] 6.022544
> plot (M.cte)
> qggnorm(residuals (M.cte))
> ggline(residuals (M.cte))
>

Utilizando os dados de E. saligna, ajuste o modelo Gaussiano de parametros cons-
tantes para as medidas de biomassa (t ronco, sobra, folhae total).

Modelos Categoricos

Um modelo Gaussiano um pouco mais complexo, mas ainda sem a presenca de
medidas preditoras, ¢ o modelo Gaussiano ajustado a niveis de uma medida cate-
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goérica. No lugar do pardmetro da média geral, temos uma média para cada nivel
da medida categorica:

Yij = Hj + E€ij (11)

onde

e ; é o indcie das observagdes dentro de cada nivel da medida categdrica (i =
172, R ,nj);

e j é o indice dos niveis da medida categérica (j = 1,2, ..., k);

vyi; € a medida resposta;

t; € amédia do nivel j;

O comportamento do erro de predi¢ao distingue dois tipos de modelos categori-
COS:

Modelo Categorico Homocedastico: o erro de predi¢do €;; possui distribui¢do
Gaussiana com média nula e desvio padrao constante (o.), independente-
mente do nivel da medida categérica. Esse modelo tem k& médias e um
desvio padrao e, portanto, k + 1 pardmetros.

Modelo Categorico Heteroscedastico: o erro de predigdo ¢;; possui distribui¢do
Gaussiana com média nula, mas com um desvio padrio para cada nivel da
medida categérica: o; (j = 1,2,...,k). Esse modelo tem £ médias e &
desvios padrao e, portanto, 2k parametros.

Estimativas de Maxima Verossimilhanga

As estimativas de maxima verossimilhan¢ga (MLE) dependem da funcdo de log-
verossimilhancga que é ligeiramente diferente no dois tipos de modelos categori-
cos. Um aspecto importante para obter as MLEs é que independéncia das obser-
vagdes implica a independéncia das estimativas dos parametros para cada nivel da
medida categorica.
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Modelo Categérico Homocedastico. A func¢do de log-verossimilhanga possui
uma média para cada nivel da medida categérica (kK médias) e o desvio padrao do
erro de predicao:

k
Zj:l n

L{ulv"'nukaaa} = TJIH(QW)—i_
k 1 ko
2
+1n(o2) ;nj t 502 ; ;uﬁj —u) (12)

i=1,2,...,n55 7=12,...)k

As primeiras derivadas em relacdo aos parametros igualadas a zero resultam nas
MLEs:

OL{yu, . .-, p15,0c} 1 > i1 Yij
o M _ o) =0 = = 2ei=tYi
8/@ O_g - (y] M]) H n;

(yij — pj)* =0

k koony
OL{pu, ..., pj, 0.} >ian 1 Z :

Jo. o8 o3

ko ny
= .= Z%ZZ(%J'—M)Q

=11 j=1 =1

Note que as médias sdo estimadas para cada nivel da medida categdrica, mas a
estimativa do desvio padrdo € realizada com os dados agrupados, tomando-se os
desvios de cada observacdo em relagdo a média do seu respectivo nivel.

Modelo Categorico Heteroscedastico. Nesse caso, cada nivel da medida ca-
tegdrica tem a sua propria média e desvio padrio, totalizando 2k pardmetros no

Jodo Luis F. Batista 12
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modelo. Assim, a fun¢do de log-verossimilhanca tem a seguinte forma:

Z?:lnj
L{:U’h'-‘uﬂkyo-la"wo-k} = Tln<2ﬂ-)+

k
+ Z n;n(o;) +
=1

k n;
1
+ o > — ) (13)
j=1

J =1
i=1,2,...,n5; j=12,...)k
Como as estimativas nos nivel da medida categdrica sdo independentes, as pri-

meiras derivadas em relacdo a média e o desvio padrdo sdo obtidas em cada nivel
(y =1,2,...,k), resultando nas respectivas MLEs:

6L{M17"'7Mj70-17"'70-k} 1 e ~ znil Yij
o1 0]2 12:1: J j j n;
OL{py, ..., pj,00,...,01F my 1 & 2 _
0. = o) W)=
J J J i=1
. 1 ,
- 0; = n—Z(ym — 1)
J =1

Note que as MLEs das médias sdo mesmas nos dois tipos de modelo categdrico,
somente a MLE do desvio padrao € diferente.

ExEMPLO DE Modelo Categorico

Utilizando novamente os dados do arquivo sitio-florin.csv’, podemos to-
mar a idade dos povoamentos (idade) como uma varidvel categérica que indica
alturas médias diferentes para as drvores dominantes (mhdom).

O modelo categorico homocedastico também pode ser ajsutado com a funcdo
“gls”, que permite que o modelo seja graficamente avaliado:

5Localizagéo: http://cmg.esalqg.usp.br/Philodendros/doku.php?id=1cf5877:dados:1lista-dados

Jodo Luis F. Batista 13



Modelos Gaussianos Univariados

> M.homo <- gls( mhdom ~ factor (idade), data=florin, method="ML" )
> summary (M.homo)
Generalized least squares fit by maximum likelihood
Model: mhdom ~ factor (idade)
Data: florin
AIC BIC logLik
2080.453 2104.709 -1034.226

Coefficients:
Value Std.Error t-value p-value

(Intercept) 13.57059 0.2177802 62.31324 0
factor (idade)3.5 7.12616 0.3361241 21.20098 0
factor (idade) 4 11.07386 0.9712334 11.40185 0
factor (idade)4.5 12.45868 0.3817787 32.63325 0
factor (idade)5.5 13.33482 0.5151132 25.88716 0
Correlation:

(Intr) £()3.5 fct()4 £()4.5
factor (idade) 3.5 -0.648
factor (idade) 4 -0.224 0.145
factor(idade)4.5 -0.570 0.370 0.128
factor (idade)5.5 -0.423 0.274 0.095 0.241

Standardized residuals:
Min Q1 Med Q3 Max
-3.65949488 -0.63962632 -0.03734345 0.68355979 2.66755040

Residual standard error: 2.822594

Degrees of freedom: 421 total; 416 residual
>

plot (M.homo)

ggnorm(residuals (M.homo))

>
>
> ggline (residuals (M.homo) )
>

A obtencdo das MLEs, na forma como foram apresentadas na exposic¢ao tedrica
acima, envolve um pouco mais de manipulacio do objeto, pois a “gls” sendo uma
generalizacdo dos modelos lineares cldssicos, ajusta a medida categdrica através
de varidveis indicadoras:

> tmpl <- coef (M.homo)

> tmpl <- tmpl + c(0, rep(tmpl[l], 4))

> M.homo.MLE <- data.frame (idade=c(2.5,3.5,4.,4.5,5.5), m=tmpl, row.names=1:5 )
> M.homo.MLESs <- M.homoS$sigma

> M.homo.MLE

idade m s
1 2.5 13.57059 2.822594
2 3.5 20.69675 2.822594
3 4.0 24.64444 2.822594
4 4.5 26.02927 2.822594
5 5.5 26.90541 2.822594
>
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A melhor maneira de explorar os dados e o0 modelo categdrico € através de um
grafico de dispersao dos dados que inclua as médias por idade (figura 2):

> plot ( mhdom ~ idade, data=florin, xlab="Idade_ (anos)",

4 ylab="Altura, Média_das, Arvores_Dominantes")

> points( m ~ idade, data=M.homo.MLE, pch=15, col="red", cex=2.5)
>

O modelo categorico heteroscedastico também ¢ ajustado com a fungdo “gls”,
mas € necessdrio definir uma estrutura particular de variancia, para fazer o des-
vio padrio seja estimado para cada nivel da “categoria idade”. A estrutura de
variancia € definida pelo argument “weights’:

weights = varIdent (form= ~ 1 | factor(idade))

Nessa definicdo, a fungdo “varIdent” indica que cada nivel da medida catego-
rica (factor (idade) ) possui um desvio padrdo préprio.

Assim, o modelo heterocesdastico pode ser ajustado e avaliado graficamente:

M.hetero <- gls( mhdom ~ factor (idade), data=florin, method="ML",
+ weights = varIdent (form= ~ 1 | factor(idade)) )
> summary (M.hetero)
Generalized least squares fit by maximum likelihood

Model: mhdom ~ factor (idade)

Data: florin

AIC BIC logLik
2080.48 2120.907 -1030.24

Variance function:
Structure: Different standard deviations per stratum

Formula: ~1 | factor (idade)
Parameter estimates:
2.5 3.5 4.5 4 5.5

1.0000000 0.8200773 0.9512615 0.9161780 0.7639242

Coefficients:

Value Std.Error t-value p-value
(Intercept) 13.57059 0.2368057 57.30685 0
factor(idade)3.5 7.12616 0.3289391 21.66407 0
factor (idade) 4 11.07386 0.9722019 11.39049 0
factor(idade)4.5 12.45868 0.4015940 31.02307 0
factor(idade)5.5 13.33482 0.4543532 29.34901 0

Correlation:

(Intr) £()3.5 fct()4 £()4.5
factor (idade) 3.5 -0.720
factor (idade) 4 -0.244 0.175
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Figura 2: Gréfico de dispersdo da altura média das drvores dominantes em
funcdo da idade para florestas de eucalipto. Os quadrados em vermelho sdo
a altura média em cada idade.
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factor(idade)4.5 -0.590 0.425 0.144
factor (idade)5.5 -0.521 0.375 0.127 0.307

Standardized residuals:
Min Q1 Med Q3 Max
-3.85255717 -0.62654933 -0.04495628 0.68010786 2.54403792

Residual standard error: 3.069179

Degrees of freedom: 421 total; 416 residual
>

> plot (M.hetero)

> ggnorm(residuals (M.hetero))

> ggline(residuals (M.hetero))
>

Como no mooelo anterior, a fungdo “gls” utiliza varidveis indicadoras para ajus-
tar o modelo tanto no caso das médias quanto no caso dos desvios padrdo. Logo,
um pouco de manipulacido do objeto se faz necessario para se obter as MLEs na
forma com que foram apresentadas na exposi¢do tedrica acima.

> tmpl = coef (M.hetero)
> tmpl = tmpl + c (0, rep(tmpl[l],4))
> s = M.hetero$sigma
> tmp2 = coef (M.heteroSmodelStruct)
> tmp2 <- exp(c(0,tmp2)) * s
> M.hetero.MLE <- data.frame (idade=c(2.5,3.5,4.,4.5,5.5), m=tmpl, s=tmp2,
+ row.names=1:5 )
> M.hetero.MLE
idade m s
1 2.5 13.57059 3.069179
2 3.5 20.69675 2.516964
3 4.0 24.64444 2.919592
4 4.5 26.02927 2.811914
5 5.5 26.90541 2.344620
>

Para a comparacao dos modelos categoricos as MLEs de cada um podem ser
reunidas numa mesma tabela:

> M.cat <- merge (M.homo.MLE, M.hetero.MLE, by="idade",

+ suffixes=c(".homo",".hetero") )
> print (M.cat)

idade m.homo s.homo m.hetero s.hetero
1 2.5 13.57059 2.822594 13.57059 3.069179
2 3.5 20.69675 2.822594 20.69675 2.516964
3 4.0 24.64444 2.822594 24.64444 2.919592
4 4.5 26.02927 2.822594 26.02927 2.811914
5 5.5 26.90541 2.822594 26.90541 2.344620
>
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Note que as MLEs das médias sdo as mesmas em ambos os modelos, o que muda
€ apenas as MLES dos desvios padrao.

A comparacdo desses dois modelos categéricos com o modelo constante, em ter-
mos do critério de Akaike (AIC), mostra que ambos sao melhores que o modelo
constante, mas praticamente nao possuem diferenca entre si:

> anova (M.cte, M.homo, M.hetero, test=F)

Model df AIC BIC logLik
M.cte 1 2 2710.566 2718.651 -1353.283
M. homo 2 6 2080.453 2104.709 -1034.226
M.hetero 3 10 2080.480 2120.907 -1030.240

>

A melhor comparacao entre os modelos categdricos, no entanto, € a apresentacao
grafica (figura 3).

attach (M.cat)

plot ( mhdom ~ idade, data=florin, xlab="Idade_ (anos)",
ylab="Altura _Média_das_Arvores_Dominantes", xlim=c(2,6) )

points( m.homo ~ idade, M.cat, pch=12, col="red", cex=1.8, lwd=2)

arrows ( idade, m.homo-s.homo, idade, m.homo+s.homo,
code=3, angle=90, length=0.1, col="red", lwd=2)

points( m.hetero ~ I(idade+0.2), M.cat, pch=12, col="blue", cex=1.8, lwd=2)

arrows ( idade+0.2, m.hetero-s.hetero, idade+0.2, m.hetero+s.hetero,
code=3, angle=90, length=0.1, col="blue", lwd=2)

legend (3.7, 12, legend=c("Homocedastico","Heterocedastico"), lty=1, 1lwd=3,
col=c ("red", "blue"))

detach (M.cat)

V+V + VYV + VYV + VYV

Utilizando os mesmos dados do exemplo acima, ajuste os modelos Gaussianos ca-
tegdricos tendo como medida resposta o volume de madeira (vol) e como medida
categorica a idade (idade).

Modelos Lineares Homoceddsticos

Os modelos lineares homocedasticos sao os modelos da “Regressdo Linear Clds-
sica”, simples ou multipla. Para uma apresentacdo mais compacta, trataremos dos
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Figura 3: Gréfico de dispersdo da altura média das drvores dominantes em
funcdo da idade para florestas de eucalipto com os modelos Gaussianos
cagetoricos.
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modelos multiplos na sua forma matricial:
y = XB+e (14)
onde
y € o vetor das n observacdes da medida resposta:
/

y=[v v - Un]

X ¢ a matrix modelo com as n observagdes das p medidas preditoras:

1 11 Ti2 ... Tip
I moy a2 o)
. D
X =
I Ty @ ... Ty

B é o vetor com os coeficientes do modelo
B=[/ B ... B]

e é o vetor dos erros de predicdo:

e=[e & ... ]

Estimativas de Maxima Verossimilhanga

A funcdo de log-verossimilhanga também pode ser apresentada com base na forma
matricial:

L{B,0.} = gln27r—|—nlna€+r;(y—XB)'(y—X,B) (15)

Igualando-se a zero as primeiras derivadas em relacdo aos coeficientes de regres-
sdo obtem-se um sistema de equagdes lineares (“Sistema de Equagcoes Normais™):

OL{B, 0.}
op
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cuja solugdo sdao as MLEs dos coeficientes de regressao:

B=[XX]"XYy. (17)

A MLE do desvio padrao do erro de predicao € obtida em fun¢do das MLEs dos
coeficientes de regressao:

T} _ 1 Ly~ Xy~ XB) =0

do. o. o3

— G- J Ly~ XBy(y - XB) (18)

n

Exemplo de Modelo Linear Homocedastico

Retomando o exemplo da altura média das arvores dominantes em florestas de
eucalipto, podemos ajustar um modelo linear da altura das arvores dominantes em
fun¢do da idade. Muito modelos lineares candidatos poderiam ser testados, con-
tudo ajustaremos apenas um a titulo de exemplo. A possicdo das médias das altu-
ras das arvores dominantes em cada idade (figura 2) sugere uma relagdo concova,
isto €, a medida que a idade cresce, o aumento na altura das drvores dominantes
decresce. Um modelo linear possivel para esse padrdao € o modelo parabdlico:

2
yi = 0o+ b1z + Baxi + &
onde y; seria altura média das arvores dominantes e x; a idade do povoamento.

Como modelo de regressdo linear, esse modelo pode ser ajustado pela fungdo
“1m”, o que é muito conveniente para avaliacdo numérica e grifica do modelo:

> M.parabola.lm <- 1lm( mhdom ~ idade + I (idade”2), data=florin )
> summary (M.parabola.lm)

Call:
Im(formula = mhdom ~ idade + I (idade”2), data = florin)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-10.0441 -1.7441 -0.1242 1.8559 7.6070

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) -18.3829 2.0960 -8.771 <2e-16 **x
idade 16.4641 1.1714 14.055 <2e-16 xxx
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I(idade”2) -1.4855 0.1542 -9.636 <2e-16 x*x

Signif. codes: 0 g**xx¢ 0.001 g*%x¢ 0.01 g*g 0.05 ¢.¢ 0.1 ¢ ¢ 1
Residual standard error: 2.85 on 418 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7776, Adjusted R-squared: 0.7766
F-statistic: 730.9 on 2 and 418 DF, p-value: < 2.2e-16

> plot (M.parabola.lm)

Mas, esse modelo também pode ser ajustado pela funcdo “gls”™ do pacote “nlme”,
que também permite a andlise do modelo ajsutado, mas com um pouco mais de
trabalho de programacao:

> M.parabola <- gls( mhdom ~ idade + I (idade”2), data=florin , method="ML")
> summary (M.parabola)
Generalized least squares fit by maximum likelihood
Model: mhdom ~ idade + I (idade”2)
Data: florin
AIC BIC logLik
2081.596 2097.767 -1036.798

Coefficients:

Value Std.Error t-value p-value
(Intercept) -18.382853 2.0959637 -8.770597 0
idade 16.464120 1.1714359 14.054648 0
I(idade”2) -1.485507 0.1541588 -9.636213 0
Correlation:

(Intr) idade

idade -0.991

I(idade”2) 0.970 -0.993

Standardized residuals:
Min Q1 Med Q3 Max
-3.53679440 -0.61414535 -0.04372286 0.65350967 2.67861580

Residual standard error: 2.839889

Degrees of freedom: 421 total; 418 residual

>

> plot (M.parabola)

> abline (h=0, lty=2, col="red")

> ggnorm(residuals (M.parabola))

> ggline (residuals (M.parabola), col="red", lwd=2)

Note que o modelo obtido pelos dois métodos é exatamente o mesmo, tanto nas
MLEs dos coeficientes de regressao, quanto na MLEs do desvio padrdo do erro
de predicao.

Os modelos podem ser comparados utilizando o critério de Akaike e o “Teste da
Razdo de Verossimilhanga™ (L.Ratio):
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> anova (M.cte, M.homo, M.parabola.lm)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
M.cte 1 2 2710.566 2718.651 -1353.283
M. homo 2 6 2080.453 2104.709 -1034.226 1 vs 2 638.1127 <.0001
M.parabola.lm 3 4 2081.597 2097.767 -1036.798 2 vs 3 5.1436 0.0764
> AIC(M.cte, M.homo, M.parabola.lm)

df AIC
M.cte 2 2710.566
M. homo 6 2080.453
M.parabola.lm 4 2081.596

Nessa comparagdo faz sentido comparar o modelo categérico e o modelo linear
através de um teste hierdrquico como o teste da razao de verossimilhanga (L . Rat i0)?
Sim! Esse teste € conhecido em regressao linear como “feste da falta de ajuste”
(“lack of fitness text”), sendo geralmente apresentado na forma de um “teste F”.
Note que o modelo linear (parabdlico) possui menos parametro que o modelo cate-
gobrico (3 contra 6) e apresenta uma “perda” da qualidade de ajuste. Essa “perda”
ndo é “significativa” (p-value > 0.05), nem é “relevante” (diferenca de AIC <

In(8)).

Esse modelo linear também pode ser comparado aos dois modelos anteriores uti-
lizando um grafico comaparativo (figura 4).

Utilizando os dados das florestas de eucalipto, ajuste um ou mais modelos Gaus-
sianos lineares homocedasticos do volume de madeira (vol) em fungdo da idade
(idade). Compara os modelos obtidos com os modelos constante e categdrico.

Modelos Ndo-Lineares Homoceddsticos

O ponto caracteristicos dos modelos Gaussianos ndo-lineares € que cada modelo
ndo-linear é um caso absolutamente particular. Dizer que a funcdo de predicao
ter um formato nao-linear é o mesmo que dizer que ela pode ter qualquer forma,
exceto a linear. Logo, cada forma ndo-linear particular representa um modelo
distinto de todos os demais e que requer um estudo matematico préprio para a sua
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Figura 4: Comparac¢ao dos modelos constantes, categorios e linear (parabo-
lico) através do gréfico de dispersao da altura média das drvores dominantes
em funcdo da idade em florestas de eucalipto.
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compreensao.

Outra implicac@o é que a forma ndo-linear implica na auséncia de uma solucio
analitica explicita para as MLEs. Portanto, a tnica forma de ajuste das MLEs é
através de métodos numéricos, de forma, que o estudo matemético de um modelo
nao-linear ajuda a compreensao do modelo, mas ndo influencia em nada a teoria
estatistica de estimagdo por mdxima verossimilhanca.

Estimativas de Mdxima Verossimilhanga
Nos modelos nao-lineares, a forma geral das fun¢des de verossimilhanca e log-

verossimilhanga sdo:

n

Lliot = n) "Pomexp =20 S — o B (19)

202 4
=1
1 n
L{p, 0.} = ln27T o+ o ; > (i — f(@iBo, - B)? (20)
i=1
onde f(x;; B, .., Bp,0-) € a fungdo de predicdo ndo-linear, que é apresentada

como tendo apenas uma medida preditora (x;), mas que poderia ter duas ou mais.

Igualando-se a zero as primeiras derivadas parciais em relagdo aos parametros
obtem-se:

af(xza BU? v 7ﬂp)
95,

R n R ~_ .0 i;A7...,Ap
= 5j:Z[yi_f(Ii§BO>---75p)] f(fU goﬁ B):

i=1

OL{Bo, .., Bp 0} _ —Z f(@i; Bos -, By)]

=0
0B;

O que mostra que a MLE de um dado coeficiente do modelo (Ej) pode depen-

der das MLEs de todos os demais coeficientes (5o, . .., 3,). Esse é justamente o
cardcter ndo-linear do modelo! Portanto, as MLEs dos coeficientes s6 pode ser
obtida por métodos numéricos iterativos.

A MLE do desvio padrdo do erro de predi¢cdo € obtida em fun¢do das MLEs dos
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coeficientes de regressao:

é)IJ %3 PR .,[3 ,0e n 1 B 3
{Bo - 0, Oc ) = - [yi—f(xi;ﬁow-wﬁp)P:O
€ € € i=1
_ 1 ¢

— O = EZ[yi_f<xi;BOw"vgp)]2

=1

Um modelo ndo-linear de uso frequente na Biometria Florestal como fungdo de
predi¢do € o modelo da Chapman-Richards, que graficamente gera uma fungdo
signoidal que é tipica da relacdo entre o tamanho de um organismo e sua idade.
Ele ilustra bem o problema da ndo-linearidade, que resulta nas primeiras derivadas
se tornarem fun¢des complexas dos coeficientes de regressao:

F(@i,Bos 1, B2) = Bo [L — exp(—5ya)) 1)
3f($m§;;51752) _ [1 - eXp(—51 131')]52
af(l“i,gglﬁhﬁﬁ = Bo By [1—exp(=p12:)]” " [—exp(—pi2:)] (—f1)
AP B) iy (1= exp(—r )] W1 = exp(—5 0]

Exemplo de Modelo Nao-Linear Homocedastico

Podemos utilizar o0 modelo de Chapman-Richards como modelo ndo linear para
relagdo entre a altura média das drvores dominantes e a idade de povoamentos de
eucalipto. As MLEs podem ser obtidas utilizando as fun¢do “nls” que faz parte
do pacote estatistico basico do R e o objetivo gerado também pode ser avaliado
graficamente:

> M.richards <- nls( mhdom ~ b0Ox* (1 - exp(-blxidade)) b2, data=florin,
+ start=1list (b0=27, bl=0.7, b2=2.5))
> summary (M.richards)

Formula: mhdom ~ b0 x (1 - exp(-bl * idade)) b2

Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
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b0 29.5186 0.9328 31.644 < 2e-16 *#*x
bl 0.7984 0.0889 8.980 < 2e-16 xx*x

b2 5.3549 1.1294 4.742 2.91e-06 **+*
Signif. codes: 0 gx*xg 0.001 gxxg 0.01 ¢x¢ 0.05 ¢.¢ 0.1 ¢ ¢ 1
Residual standard error: 2.864 on 418 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 4
Achieved convergence tolerance: 4.795e-06

plot (fitted (M.richards), residuals (M.richards))

lines (lowess (fitted (M.richards), residuals (M.richards)), col="red")
abline (h=0, lty=2)

ggnorm(residuals (M.richards))

ggline (residuals (M.richards), col="red", lwd=2)

vV V. V V V V

Como se trata de um modelo complexo (ndo-linear) € importante verificar se as
MLEs obtidas apresentam estabilidade. Isso € realizado visualmente através do
grafico da verossimilhanga perfilhada, utilizando-se a fungio “plot .profmle”®.
A figura 5 com as verossimilhanga perfilhada para cada MLE € obtida pelo se-
guinte cédigo do R:

source ("tese-plot-profmle.R")

M.richards.prof <- profile (M.richards
plot.profmle (M.richards.prof, which=1
plot.profmle (M.richards.prof, which=2
plot.profmle (M.richards.prof, which=3

vV V. V V V

)
)
)
)

Note que apenas a MLE do coeficiente (Bl) apresenta certa simetria na curva per-
filhada, mas o intervalo de log-verossimilhanga de In(8) ndo inclue o valor nulo
(zero) em nenhuma das MLEs dos coeficientes.

E possivel comparar o modelo ndo-linear com os modelos ajustados anterior-
mente:

> anova (M.cte, M.homo, M.parabola.lm, M.richards)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
M.cte 1 2 2710.566 2718.651 -1353.283
M. homo 2 6 2080.453 2104.709 -1034.226 1 vs 2 638.1127 <.0001
M.parabola.lm 3 4 2081.597 2097.767 -1036.798 2 vs 3 5.1436 0.0764
M.richards 4 4 2085.813 2101.983 -1038.906
> AIC(M.cte, M.homo, M.parabola.lm, M.richards)

df AIC
M.cte 2 2710.566
M. homo 6 2080.453

6Localizau;a?lo do arquivo com c6digo:  http://cmg.esalqg.usp.br/Philodendros/doku.php?
id=1cf5877:rscripts:rscripts!
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Figura 5: Verossimilhanga perfilhada para as MLEs dos coeficientes de re-
gressao do modelo Chapman-Richards ajustado pela funcao “n1s”, aos da-
dos de altura média de arvores dominantes em funcdo da idade em florestas
de eucalipto.
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M.parabola.lm 4 2081.596
M.richards 4 2085.813
> anova (M.cte, M.homo, M.richards, M.parabola.lm )

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
M.cte 1 2 2710.566 2718.651 -1353.283
M. homo 2 6 2080.453 2104.709 -1034.226 1 vs 2 638.1127 <.0001
M.richards 3 4 2085.813 2101.983 -1038.906 2 vs 3 9.3600 0.0093
M.parabola.lm 4 4 2081.597 2097.767 -1036.798

A comparacdo com os modelos anteriores mostra que esse modelo nao-linear teve
desempenho inferior ao modelo linear (parabdlico), pois sua performance foi mar-
cadamente inferior ao modelo categérico. A comparacdo gréfica (figura 6), no
entanto, sugere uma pequena diferenca entre modelo linear e ndo-linear.

Utilizando os dados das florestas de eucalipto, ajuste modelos Chapman-Richards
como modelo ndo-linear homocedasticos do volume de madeira (vol) em fungdo
da idade (idade). Compara os modelos ajustados anteriormente.

Modelos Lineares Heterosceddsticos

Os modelos lineares heterosceddsticos diferem dos modelos cldssicos de regressao
linear pelo fato da variabilidade dos erros de predicdo (&;) ndo ser constante. Isso
implica que a variabilidade nao pode ser representada por uma constante (0. ), mas
deve ser modelada por uma funcdo das medidas preditoras x; = [71;,..., Ty €
com pardmetros & = [oy, . .., ) fo(X;; ).

Existem diversas func¢des apropriadas para modelar como a variablidade dos er-
ros de predi¢do muda em fun¢do das medidas preditoras. Mas, a situagdo mais
frequente nas medidas trabalhadas na Biometria Florestal é que essa variabilidade
se mostre crescente com a medida preditora, seguindo a “Lei de Taylor”, isto €,
seguindo uma fun¢ao de poténcia:

folzi0,0) = ol (22)

onde z; é a medida preditora, o é o pardmetro de proporcionalidade e 9 € o expo-
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Figura 6: Comparacdo dos modelos constantes, categorios, linear (parabo-
lico) e ndo-linear (Chapman-Richards) através do grafico de dispersao da
altura média das arvores dominantes em funcdo da idade em florestas de
eucalipto.
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ente da fun¢do de poténcia.

Estimativas de Maxima Verossimilhanga

Para facilitar o desenvolvimento da estimativa por midxima verossimilhanga, é
conveniente expressar a funcdo de predi¢cdo, ainda que tenha uma forma linear,
ndo na forma matricial, mas na forma de uma funcao:

p
fu(ﬂ%o, Tits - Tipy Bos 5 Bp) = X'B = Zﬂj Lij (23)
=0
onde oindice: (z = 1,2,...,n)indicaas observacgdes, oindice 7 (7 = 0,1,2,...,p)

indica as medidas preditoras (z;;), sendo x;o = 1 e 3; os coeficientes de regressao.

A funcdo de log-verossimilhanga nesse modelos € semelhante aquela dos modelos
lineares cldssicos, mas o desvio padrio constante (0.) € substituido pela funcio
de variabilidade:

n n " o\Yi — §=oﬁjxij 2
L{B,a} = §ln(27r) +Zln(fa(xi§a)) + Z < 2 [f(x; ) >

(24)

As primeiras derivadas em relacdo aos coeficientes de regressdo gera um sistema
nao-linear de equagdes:

IL{B,a} _ _Z": (yi — 250 B xz’j) Tik
OB i [fo (% )]
Para obter B\k — 2”: Lik Z§:0 bi ;Cij — Xn: L’“Q =0 (25
i=1 [fo(xi; @) i=1 [fo(xi; )]

Note que esses sitema de equacdo depende simultaneamente de todos os coefici-
entes de regressdo e dos parametros da fun¢do de variabilidade e, portanto, ndo
possui solucao algébrica explicita.

As primeiras derivadas em relagdo aos parametros da funcao de variabilidade gera
um segundo sistema de equacdes que necessita ser solucionado para se obter as
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MLEs:

Para obter a;, =—

OL{B,a} _ = 1 {afa(xi;a)} B

Oay, —~ fo(xi; ) Oay,

) zn: (yz =2 0B iBz’j>2 {8fg(xi; a)
=1

s L ] — 0 (26)

As MLEs sdo obtidas pela solu¢do simultanea dos dois sistemas de equacdes (25)
e (29), que resultam das primeiras derivadas da fun¢do de log-verossimilhanca em
relacdo dos coeficientes de regressdo e em relacdo aos parametros da funcio de
variabilidade. Essa solu¢do s6 pode ser obtidas por métodos numéricos iterativos.

Exemplo de Modelo Linear Heteroscedastico

Os modelos lineares heteroscedasticos podem ser ajustados utilizando a fungdo
“gls”, definindo o argumento “weights” em termos de uma fun¢do para vari-
ancia (desvio padrdo) dos erros de predicao. A heteroscedasticidade das principais
medidas trabalhadas na Biometria Florestal segue em geral a “Lei de Taylor”, de
modo que a fungdo apropriada para a variancia € a “varPower”.

> M.parabola.hetero <- gls( mhdom ~ idade + I (idade”2), data=florin, method="ML",
I weights = varPower (form= ~ idade) )
> summary (M.parabola.hetero)
Generalized least squares fit by maximum likelihood

Model: mhdom ~ idade + I (idade”2)

Data: florin

AIC BIC logLik
2080.872 2101.085 -1035.436

Variance function:
Structure: Power of variance covariate

Formula: ~idade
Parameter estimates:

power
-0.2075533
Coefficients:

Value Std.Error t-value p-value

(Intercept) -18.696029 2.0624308 -9.065045 0
idade 16.639371 1.1365247 14.640571 0
I(idade”2) -1.508271 0.1477817 -10.206076 0
Correlation:

(Intr) idade
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idade -0.990
I(idade”2) 0.968 -0.993

Standardized residuals:
Min Q1 Med Q3 Max
-3.73319928 -0.62364170 -0.05207721 0.65408184 2.65242063

Residual standard error: 3.637661
Degrees of freedom: 421 total; 418 residual

O modelo gerado pode ser avaliado graficamente para se avaliar as duas premissas
basicas dos modelos de predi¢do: (1) simetria dos erros em relagio ao valor nulo
e (2) distribui¢do Gaussiana dos erros.

> plot (fitted (M.parabola.hetero), residuals (M.parabola.hetero))

> lines (lowess (fitted (M.parabola.hetero),residuals (M.parabola.hetero)), col="red"
)

> abline (h=0, 1lty=2)

ggnorm(residuals (M.parabola.hetero))

> ggline (residuals (M.parabola.hetero), col="red")

\

Infelizmente, objetos da classe “gls” ndo podem ser perfilhados com a funcdo
“profile”. Para avaliar a curva de verossimilhanca perfilhada, € necessario
ajustar o modelo utilizando a fun¢do “mle” do pacote “stats4” (distribui¢io
padriao do R).

A funcdo “mle” tem como primeiro argumento uma funcdo de logverossimi-
lhanca negativa (NLL) que ao ser minimizada produz as MLEs. No modelo em
questdo a fungdo NLL é

> nll.parabola.hetero <- function (b0, bl, b2, s, d)
+ {

+ x <- florin$idade
+ vy <- florinS$mhdom
+ mu <- b0 + bl*x + b2+x"2
+ sigma <- sxx"d
+ - sum(dnorm(y, mean=mu, sd=sigma, log=TRUE))

+ 3}

> formals (nll.parabola.hetero) <- alist (b0O= -18.6960, bl= 16.6394, b2= -1.5083,
+ s = 3.6377, d= -0.2075)
>

A funcdo “formals” associa os valores de inicializagdo a funcdo NLL a ser
minimizada. Note que, para maior eficiéncia, os valores iniciais sdo definidos
como iguais as MLEs geradas pela funcio “gls”.
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A funcdo “mle” gera um objeto que pode ser perfilhado e, consequentemente, a
curva de verossimilhanga perfilhada pode ser obtida:

> M.parabola.hetero.mle <- mle(nll.parabola.hetero)
> M.parabola.hetero.mle.prof <- profile (M.parabola.hetero.mle)
There were 50 or more warnings (use warnings () to see the first 50)

A figura 12 apresenta as curvas obtidas, que mostram o bom comportamento das
MLEs.

> plot.profmle (M.parabola.hetero.mle.prof)

A comparacdo do modelo linear heteroscedastico contra o modelo homocedastico
através do AIC, mostra que a modelagem gerou uma pequena melhora, mas que
ndo chega a ser marcante.

> AIC(M.parabola, M.parabola.hetero)
df AIC

M.parabola 4 2081.596

M.parabola.hetero 5 2080.872

A comparacao dos coeficientes de regressdao mostra pouca diferenca entre os dois
modelos

> coef (M.parabola)

(Intercept) idade I (idade”2)
-18.382853 16.464120 -1.485507
> coef (M.parabola.hetero)
(Intercept) idade I (idade”2)
-18.696029 16.639371 -1.508271
> coef (M.parabola.hetero.mle)
b0 bl b2 s d

-18.6959991 16.6394038 -1.5082827 3.6376989 -0.2075051

e a comparacgdo grafica (figura 13) sugere absolutamente nenhuma mudanca.

Utilizando os dados das florestas de eucalipto, ajuste o0 modelo linear heterosce-
déstico do volume de madeira (vol) em funcio da idade (1idade). Compara os
modelos ajustados anteriormente.
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Figura 12: Curvas de logverossimilhanca perfilhada para as MLEs dos pa-
rametros do modelo linear heteroscedastico.
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Figura 13: Comparagdo dos modelos lineares homocedastico e heterosce-
datico através do gréfico de dispersao da altura média das arvores dominan-
tes em funcdo da idade em florestas de eucalipto.
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Modelos Ndo-Lineares Heterosceddsticos

Como no modelo linear, a heteroscedasticidade nos modelos ndo-lineares implica
que o desvio padrao do erro de predicao (o.) deixa de ser constante e passa a ser
definido por uma fun¢do. Esse aspecto implica em mais um aspecto dos dados que
deve ser modelado, mas a Lei de Taylor também é apropriada nesse caso, uma vez
que o fendmeno da heteroscedasticidade estd sempre associado a varidvel resposta
a ser modelada. Assim, a fun¢do de poténcia permanece, a principio, como a
funcdo mais apropriada para modelar a heteroscedasticidade.

Estimativas de Maxima Verossimilhanga

A funcdo de log-verossimilhanca do modelo ndo-linear heterosceddstico tem uma
forma muito complexa:

27
o\ Xi; a)}Q ( )

de forma que o sistema de equacdes que deveria ser solucionado para se obter as
MLESs quase nunca terd uma solucdo analitica:

L{g.a} = Sen) - Y ea) + Y0 - f(u<xi;ﬁ>]

OL{B, a} B - i — fu(x8)] [0fu(xi;8) _

B ; [fo (x5 )] { 0B }_O .
OL{B3, a} . 1 Ife(x;00)

o - Z.Zlfa(x;a) { dox } -

N~y s B [0, ()]
; [fx(xi; )] { Do } 0 (29

Assim, as MLEs sdo sempre obtidas pela maximizacao da funcdo de log-verossimilhanga
ou, na pratica, pela minimizacdo da funcdo de log-verossimilhanca negativa.

Exemplo de Modelo Nao-Linear Heteroscedastico

Tomando-se novamente o modelo de Chapman-Richards, introduzimos a fun¢do
de poténcia como funcao para o desvio padrao do modelo, de modo que o modelo
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passa a ter 5 parametros: 3 coeficientes de regressdo e 2 parametros para fungao

de variancia.

Funcao de Predig¢do:

E{yi|z:} = Bo [1 — exp(—Bi )] (30)

Fungdo de Desvio Padrao:

S{yzm} =0

d

(D

Esse modelo pode ser ajustado pela funcdo “gnls” do pacote “nlme2”, que é
uma generalizac¢io do ajuste dos Modelos Nao-Lineares Classicos (fun¢do “n1s”).
Como valores inicias, podemos fornecer as MLEs obtidas para o modelo homo-

cedastico:

M.richards.hetero <- gnls( mhdom ~ b0Ox* (1 - exp(-blxidade)) b2,

>
+ start=1ist (b0=29.5, bl=0.798, b2=5.35),
9 weights = varPower (form= ~ idade) )
> summary (M.richards.hetero)
Generalized nonlinear least squares fit

Model: mhdom ~ b0 *» (1 - exp(-bl * idade)) b2

Data: florin

AIC BIC logLik
2085.759 2105.972 -1037.88

Variance function:
Structure: Power of variance covariate
Formula: ~idade
Parameter estimates:
power
-0.1798878

Coefficients:

Value Std.Error t-value p-value
b0 29.38607 0.8529682 34.45154 0
bl 0.81214 0.0863003 9.41063 0
b2 5.53208 1.1469223 4.82341 0

Correlation:
b0 bl
bl -0.930
b2 -0.881 0.990

Standardized residuals:
Min Q1 Med Q3
-3.58732619 -0.62738444 -0.02968884 0.65716658

Residual standard error: 3.551215
Degrees of freedom: 421 total; 418 residual
>

Max
2.68714138

data=florin,

As premissao do modelo também podem ser verificadas através da andlise gréfica:
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> plot (fitted(M.richards.hetero), residuals(M.richards.hetero))

abline (h=0, 1lty=2)

> lines (lowess (fitted (M.richards.hetero), residuals (M.richards.hetero)), col="red
")

\

\

gagnorm(residuals (M.richards.hetero))
> ggline(residuals (M.richards.hetero), col="red")

Os objetos da classe “gnls” também ndo podem ser perfilhados, assim para se
obter as curvas de verossimilhanca perfilhada € necessario utilizar o mesmo es-
quema utilizado no modelo linear heteroscedastico, definindo-se a funcdao NLL

nll.richards.hetero <- function (b0, bl, b2, s, d)
{
mu = exp (b0)* (1 - exp(-blxflorinS$idade)) b2
sigma = s* (florin$idade)~d
if( b0 > 0 && bl > 0 && b2 > 0 && sigma > 0 )
- sum(dnorm(florinS$mhdom, mean=mu, sd=sigma, log=TRUE))
else
NA
}
formals (nll.richards.hetero) <- alist (b0=10g(29.38607), bl=0.81214, b2=5.53208,
s=3.551215, d=-0.1798878)

V 4+ V A+ A+ A+t +V

utilizando a fun¢do NLL para se obter objeto da classe “mle”, perfilhando esse
objeto e, finalmente, construindo-se os graficos (figura 19):

> M.richards.hetero.mle <- mle(nll.richards.hetero)
> M.richards.hetero.mle.prf <- profile(M.richards.hetero.mle)
> plot.profmle (M.richards.hetero.mle.prf)

A diferenca enter os modelos nao-lineares homocedastico e heterosceddtico € pra-
ticamente desprezivel tanto em termos dos coeficientes de regressao quanto em
termos do critério de Akaike, enquanto que em termos gréficos, a diferenca é im-
perceptivel (figura 20).

> coef (M.richards)

b0 bl b2
29.5186020 0.7983768 5.3549389
> coef (M.richards.hetero)

b0 bl b2
29.3860685 0.8121396 5.5320797
> AIC (M.richards, M.richards.hetero)

df AIC

M.richards 4 2085.813
M.richards.hetero 5 2085.759
>
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Figura 19: Curvas de logverossimilhanca perfilhada para as MLEs dos pa-
rametros do modelo ndo-linear heterosceddstico.
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Figura 20: Comparacdo dos modelos ndo-lineares homocedastico e hete-
roscedatico através do grafico de dispersdo da altura média das 4rvores do-
minantes em fun¢do da idade em florestas de eucalipto.

Utilizando os dados das florestas de eucalipto, ajuste modelos Chapman-Richards
como modelo ndo-linear heteroscedésticos do volume de madeira (vol) em fungdo
da idade (idade). Compara os modelos ajustados anteriormente.
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